Over totaal geordende topologische ruimten by Maurice, M.A. (Maarten)
STICHTING 
MATHEMATISCH CENTRUM 
2e BOERHAA VESTRAAT 49 
AMSTERDAM 
AFDELING ZUIVERE WISKUNDE 
WN 6 




WBLIOTHEEK Ml1THE'!l;\Tl3CH CENTl~UM 
AMSTlRDAM 
Notatie-afsprak.en: 
1 0 In een totaalgeordende verzameling X ziJ 
I = [a,b] = {x/a~x~ b} ("gesloten" interval) 
0 
I = (a,b) = {x/a< x <b} ("oped'interval) 
Als J zowel een 11gesloten" als een ll II • open interval is, zullen 
we J een "clopen" interval noemen. 
2. Een geordend paar van elementen a en b wordt (ook) aangegeven 
met (a,b); indien misverstand mogelijk is --(a,b) kan ook een 
open interval aanduiden -- schrijven we a,b voor het geordende 
paar. 
l• Als X een verzameling is, zij jXj het kardinaalgetal van X 




Als p = (p.). , dan is voor f3 <a.: i i<a = 
Pis = (pi\<s 
Als p = (p.). q= (qi)i<S , dan is i i<a , 
pq = (s.). , ii<a+s 
met s. = p. voor i < a i i 
s. = q. voor a ~ i <a + f3 i i 
(i) In de klasse der ordinaalgetallen wordt het .de begingetal i-
'aangeduid met w.; { w = WO i Q = w, 
(ii) Als X een kardinaalgetal is, zij wit het eerste ordinaalge-
tal met kardinaalgetal jt 0 
Indien de welgeordende klasse der transfiniete kardinaalge-
tallen wordt aangeduid met { *.}. is blijkbaar 
i i 
w S<-. = w •• i i 
{ ~o = 0'1,. 
~, = h, (continu~ hypothese) 
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(iii) JUs a een ordinaalget1al l.S, zij 
w = W(a) = {µ/µ<a} 0 
Ct 
, 
V'I V\ {µ/µ~a} wa = W(a) = 0 
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Totaal geordende topologische ruimten 
§,!o Totaal geordende verzamelingen 
~ Een "totaalgeordende verzameling" is een paar (X,<), waar-
in X een verzameling is, en< een deelverzameling van Xx X, 
met de eigenschappeng 
(i) VxE X g (x,x) 4 < 
(ii) Vx,y,zf:. X [(x,y)€ < en (y,z) E <] + (x,z) € < 
(iii) Vx,yt'E. X g x = y of (x,y)€< of (y,x) E <o 
< heet de "ordening11 van (X, <) 
NoBo (i) de totaalgeordende ver~ameling (X,<) wordt in het 
vervolg veelal alleen met X aangeduid. 
( ii) voor (x,y) ti' < zullen we steeds x < y schrijven. 
Voor de definitie en eigenschappen van de begrippen "orde-
type", t'welgeordende verza.meling", "ordinaalgetal11 etc. zie 
men bijvo F. Hausdorffg 11Grundzuge der Mengenlehre". 
1.2. Als X een totaalgeordende verza.meling is, en Ac X, wordt 
door < in A een ordening A geinduceerd. 
Voor de definitie en eigenschappen van de begrippen "boven-
grens (ondergrens) van A", "sup A(inf A)", "A is begrensd11 
en het begrip "Xis volledig" zie men bijv. JoLo Kelley, 
"General Topology", Chapter O. 
1 o3o Indien voor ieder ordinaalgetal a < zekere µ een totaal-
geordende verzameling X = (X ,<) is gegeven~ dan verstaat 
a a • · 
men ender het "lexicografisch geordende product" JI X 
< a 
de totaalgeordende verzameling, die bestaat uit :1fe func-
ties x = (x) (x ~ X ), en waarin de ordening js ge-
a a<µ a a 
definieerd door 
x<y H ( voor de kleinste B<µ, waarvoor x 8 'F y B , is x 8<y 8) o 
In het bijzonder verstaat men ender Xµ (waarin X een totaal-
geordende verzameling is) het lexicografisch geordende pro-
duct JI X , met X = X voor alle a<µ ; en ender Xo Y( waar-
a<µ a a 
in X en Y totaalgeordende verzamelingen zijn) het lexicogra-
fisch geordende product 
Het is duidelijk,dat 
(Xµ) V == Xµv 
Xµo x" == Xµ+v 
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Men ziet gemakkelijk in, dat Z gelijkgeordend is met de Can-
w 
torverzamelingo 
§2o Totaalgeordende topo1,ogische ruimteno 
2o1o Een 111:;otaalgeordende topologische ruimte" is een paar (X,':J<), 
waarin X = (X,<) een totaalgeordende verzameling is, en 
waarin de topologie, wordt gedefinieerd met behulp van de 
< 
subbasis bestaande uit alle verzamelingen {x/x<a} en 
{x/X>b} (a,bf X)o 
N.B. de totaalgeordende topologische ruimte (X,1) zal in 
< 
het volgende in het algemeen alleen met X worden aangeduido 
Het is bekend, dat X een volledig normale ruimte iso 
Een topologische ruimte (T,'i) heet· "te ordenen", indien er 
een ordening < van T bestaat, zodanig, dat (T,,<) homeomorf 
is met (T,'.1) o 
2o2o Indien X een totaalgeordende topologische ruimte is, en AcX, 
dan zullen we de door (X,1) in A geinduceerde relatieve to-
pologie aangeven met J(A)o<In het algemeen is (A,1(A)) niet 
< < 
homeomorf met (A,1 ) (zelfs niet als A gesloten is in X)o 
<A 
Voorbeeld~ 
X = { x/x irrationaal; -V2:;, x:;, + V2} 
dan 
A = { x/x irrationaal; -V2 ~ x < 0\ u O 1.12} ; 
is A gesloten in X, maar (A,,(A) is niet homeomorf met 
< 
(A,1 ) (de 
<A 
de niet). 
eerste ruimte heeft een geisoleerd punt; de twee-
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2o3o _JUs A een compacte deelverzameling is van (X,1<), dan is A 
in ieder geval gesloten in (X,1) en begrensd in (X,<); en 
< 
als (x,,) compact is, dan heeft (X,<) een grootste element 
< 
en een kleinste elemento 
Lemma 2o3o1g pe beweringen "(X,<) is vol?-edig" en "Elke be-
grensde gesloten deelverzameling van (x,,) is compact" zijn 
< 
aequivalento 
Bewijsg _zie JoLo Kelley, General Topology, Chapter V, problem C 
Gevolgg _De beweringen "(X,<) is volledig en heeft zowel een 
kleinste als een grootste element" en "(X,:Y) is compact" zijn 
< 
aequivalento 
JUs A een compacte deelverzameling is van (X,1<) dan is (A,<A) 
volledig; omgekeerd is het echter mogelijk, dat A gesloten 
en begrensd is in X, en dat (A,<A) volledig is, terwijl 
(A,,(A)) niet compact is; 
< 
voorbeeldg X = {x / - 1 ~ x~ + 1} - {o} 
A = {x / - 1~ X< 0} 
Lemma 2 23,2g _Als 
• 11 _ '>£ (A) 
A een compacte deelverzameling is van X, 
l.S -- - ,; o 
~ < 
Bewijsg 1 o Het is duidelijk, dat fJ C O'(A) 
~ < 
2o Neem C'E :t!'(A); bij elke PG (1 bestaat dan een in-
< 
terval I = (r,s), I c '!J , zodanig dat 
< 
p1:Anic~r; 
indien inf {x / p <_ x, x e A } = p, kies dan a2 e A z~, dat 
P< a2 < s; indien inf {x/p< x,xE A}> p, zij dan a2= inf{ x/p<x,xeA} 
dan is a2 6 A, want A is compact; kies a1 op analoge wijze, en 
stel I'= (a1,a2); dan volgt: 
PE A rt I' c. (} , I~ E- 1< 
A 




2o4o Lemma 2o4o1: Zais compac~ en nuldimensionaal voor alle 
a> Oo 
Bewijs: 
1 o Kies A c Z ; definieer b = { b. ) . door transfiniete in-
a 1 i<a 
ductie aldus: 
{ 
b0 = O, als voor alle a = (a.). t:,,A geldt a0 = O 1 i<a 
b0 = 1 in het andere geval; 
als b. gedefinieerd is voor alle i < v, zij dan 
1 
{ 
b = 0, als voor alle a = ( a. ) . E A, met a. = b . 
V 1 1<a 1 1 
geldt a = 0 
V 
b = 1 in het andere gevalo 
V 
Het is duidelijk, dat b = sup Ao 
(Z ,<) is dus volledig, en (Z ,~) is compacto 
a a < 
voor i<v, 
2o Kies AC z,,., en kies a= (a.).<,., EA en b= (b.).<,.,eA; 
~ 1 1. ~ 1 1 ~ 
Zij a <b en laat i 0 de eerste index zijn, waarvoor a.;. b. 1 1 
(dan is dus a. = 0 en b. = 1); 
10 10 
definieer p = (p.). door{p. =a.= b1. voor i< i 0 1 1 <a 1 1 
P = 0 i 
0 
pi = 1 voor i> 10 
en q = ( q. ) . door { q. = a. 1 i<a 1 1 
q. = 1 
10 
q. = 0 
1 
dan is a~ p< ~b en {x/p< x< q} = 0o 
Dit betekent, dat Z totaal onsamenhangend iso 
a 
Opmerking:_ Inhet vervolg zal een compacte totaalgeordende 
topologische ruimte steeds worden aangegeven met 11ctgtr11 o 
n §3o Enkele eigenschappen van ctgtr. 
3o1o Zij X een totaal geordende verzameling. 
Twee elementen a en b heten "buren" (en a heet "linkerbuur" 
van b "rechterbuur" van a) als a< b en { x/a < x < b} = 0 ; 
-7-
a heet"rechtersprongpunt"., b heet "linkersprongpunt"a 
Zij X = (X,<) een totaal geordende verzamelingo 
Zij R de verzameling der rechtersprongpunten in X; 
en zij x* = X, R; 
dan is ook X~= (X! <x*) een totaalgeordende verzameling 
(en x* is blijkbaar gelijkgeordend zowel met de verzameling 
die gevormd wordt door het verschil X \ L van X en de verzame-
ling L der linkersprongpunten, als met de verzameling die uit 
X ontstaat door elk tweetal elementen die buren zijn in X te 
identificeren) o 
Het is duidelijk, dat 
(i) (x*, <-) samenhangend is 
(ii) x*een ctgtr is, als X een ctgtr iso 
Lemma 3.1o1og (i) Een clopen deelverzameling van een ctgtr. 
Xis de vereniging van eindig veel disjuncte clopen inter-
vallen 
(ii) Een ctgtr Xis dan en slechts dan niet sa-
menhangend, als in X twee buren voorkomen. 
Bewijsg 
(i) Zij A een clopen deelverzameling in Xo Kies p~ A; als p 
geisoleerd punt is, dan is { p} een ( ontaard) clopen interval; 
als p niet geisoleerd is, bestaat er een open interval I =(r,s), 
zodanig, dat p ~ I c A; ziJ dan u = inf {x/(x,p) c A}, 
v = sup {x/(p,x) CA} , dan is u,vE. A en p E [u,vJ c. A. 
A is compact en wordt dus door eindig vele intervallen [u,v] 
overdekt; het is duidelijk dat die disjunct zijn, en dat 
U[u, vJ = Ao 
(ii) 1o Als in X twee buren a,b, met a< b, voorkomen, zijn 
A = {x/x ~a} en B = {x/x 1 b} twee niet-lege disjuncte 
verzamelingen in X, terwijl Au B = Xo 
Xis dus niet-samenhangend. 
2o Als X niet samenhangend is, is X de vereniging van 
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twee niet-lege disjuncte clopen deelverzamelingen A en B; 
daar zowel A als B de vereniging is van eindig veel clopen 
intervallen~ volgt gemakkelijk de existentie van twee bureno 
3o2o Zij X een ctgtro 
Onder een verdeling van X verstaan we een verzameling 
gesloten intervallen, {IP}P, zodanig, dat 
(i) U I = X p p 
(ii) II (I I 1<1 p q= voor p :/: q • 
{V} y y 
Onder een ~-rij voor X verstaan we een rij i?'-verdelingen 
van X, die door transfin:i:ete inductie als volgt is 
gedefinieerd~ 
~) ' 
Vy = {Xp }PE Z 
y 
(i) v = {x< 0 )i x<o) = x 
0 
(ii) Als V gedefinieerd is voor Y < o, dan zij y 
gedefinieerd op de volgende wijzeg 
!!!. also= E:+1, en als 
x< 0 ) = x< 0) = x<E:) 
pO p1 p 
j X~ d I = 1, dan zij 
(pe, z ), 
€: 
bo also= E:+1, en als in X(d twee buren a en b (a<b) p 
Co 
voorkomen, dan zij 
x< 0 > = {x/a ~a} n pO 
x(o) = {x/x ~b} n p1 
also= E:+1, en als 
x<o) 
pO = {x/x~ a} fl 
x<o) 
= { x/x >·a} 0 p1 
... 









v~ldoet aan inf X(E:) <a< sup x<E:), 
p p 
do als o een limietgetal is, dan zij 
- x<0 ) = n x<y) (p€ z ) • 
P y<o p/y o 
Het 
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is duidelijk, dat voor elke 
V Vp e Z : x< a) is gesloten 
a a p 
't/ U X_( a ) = X 
Cl pf Z --p 
V : V x,y,p,:{(p< q,x € x(a), 
Cl p 
ii-rij geldt: 
interval en# Ill 
Lemma 3. 2. 1 ! Bij elke ri -rij voor een ctgtr X bestaat een 
kleinste ordinaalgetal 1" = l7°({V } ) , waarvoor geldt, dat al-
x
(li) ( ) ~. · ,.,. y y b . . d le p p € ZtY u.1.t een punt bestaan; ovend1.en 1.s an 
llil ~I xi~ 211"1 • 
En indien voor alle x E. X 
dan is 
U = sup µ 
X X 
= inf { µ I 3 p E: Z : X ( µ ) = { x} } , µ p 
Bewijs: 1. Kies x& Xo 
Beschouw nu een rij { X (a\ ( p e Z ) zodanig, dat p a<µ Cl 
voor o>S , 
en neem aan, dat X(a) uit meer dan een punt bestaat voor p 
alle a<µ ; dan is 
x(a+1) 
p 
Dan is echter 
voor 
U (X(a) ' X(a+1)) 
p/a p a<µ 
a+1~ µ. 
een deelverzameling van X, die de vereniging 1.s van lµI 
disjuncte, niet-lege verzamelingen; dus lµI ~IXI • 




IX(v1) >12 voor v < µ ; p V = X 
het is duidelijk, dat 7J = sup µ • 
X X 
Daar echter lµxl~ lxl voor alle xEX, volgt ook 1-Ul~IXI; 
immers: , I { v Iv<µ x} I = Iµ xi ~ I XI , 
en dus l v'I =· I lj { v Iv < ~} I ~ I XI • I XI =I XI • 
2. Zij nu X~iJ) = {x~v'\ (p € z0), dan is 
blijkbaar een afbeelding van Z~ op X; 
dus: lzi,-1 ~ lxl , 2lvl ~IXI • 
Gevolg: Als lxleen limietkardinaalgetal is, is lcrl = lxl. 
Definitie: 
we noemen 
0 ( X) = min { u ( { V } ) / { V } 2' -rij voor X} · y y y y ' 
0(X) de verdelingsgraad van X. 
Het is duidelijk, dat 0(X) een ordeningstheoretische in-
variant is voor (X,<). 
We zullen echter aantonen, dat 0(X) ook een topologische 
invariant is; d.w.z. als twee ctgtrf (X,1<,) eri(Y,,<11 ) ho-
meomorf zijn, dan is 0(X) = 0(Y); we kunnen dit ook al-
dus formuleren: als een compacte Hausdorffruimte Top meer 
dan een manier te ordenen is, is de verdelingsgraad in alle 
gevallen dezelfde. 
3.3 •. Zij Teen willekeurige compacte Hausdorffruimte. Onder een 
-r -rij voor T verstaan we een rij {U} y y , die door trans-
finiete inductie als volgt is gedefinieerd: 
u = {T(y\ y p PE Z y 
(i) uo = {T(O)} T(O) = , T 
(ii) Als UY gedefinieerd is voor y<o , dan zij U0 gedefi-
, nieerd op de volgende wijze: 
,. 
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ao also= e:+1 en als jT(e:)I = 1, dan zij p 
T(o) = T(o) = T(e;) (pE zJ 
pO p1 p "' 
b. also= e:+1 en T(e:) is niet-samenhangend, laat dan 
T~~) en T~~) twe~ disjuncte, niet-lege deelverza.meling-
en van T~e:) ziJnj die clopen zijrt in T~e;), en ~aarvan de 
. . T·(e:) . 
veren1g1ng 1So p 
Coals o = e:+1 en T(e:) is samenhangend~ laat dan T~g) en 
(o) . P . (e:) .. T 1 twee niet-lege echte deelverzamelingen van T ziJn, 
dle gesloten zijn in T(e:), en die voorts zodanig ~ijn, dat p 
T(o) u T(o) = T(e:) en dat I Tp(oo) fl Tp<0,) I minimaal iso . pO p1 p 
d. also een limietgetal is, dan zij 
T(o )= n 
P y<o 
T(y) 
p/y (p E Z0 ) 
Het is duidelijk, dat voor elke T-rij geldt: 
1 0 Va. pEZ . 
T( a.) is gesloten en 'f r/J . 
a. p 
2o Va. u T( a.) = T p~ z p 
a. 
Lemma 3o3.1: Bij elke T-rij voor een compacte Hausdorff-
ruimte T bestaat een kleinste ordinaalgetal T = T ({U} ), 
waarvoor geldt, dat alle T(T) (p E Z ) uit een punt be!t:an; p T 
bovendien is dan 
ITI ~ X ~ 21 TI 
En indien voor alle t e T: 
dan is 
T = sup µt • 
t 
inf {µ / 3 p E Z µ 
Bewijs: als van lemma Io3o2.1. 
Definitie: T(T) = min { T({ U } )/ { U } 
. y y y y T -rij voor T }. 
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Het is duidelijkj) dat ,(T) een topologische invariant iso 
. ___ 3.4. _ Hulpstelling: _ ~ij X een ctgtro 
Zij {U} - U = {T(y)} y y y p PE Z 
met ,({U} ) =, o Y 
- een ,-rij voor X, 
y y 
Zij ,~w en , = µ0 + " 0 j) waarin µ0 een limietgeta.:).. en v O een ge-
heel getal ~ 0 iso 
Dan is er een 11-rij 
met de eigenschap, dat bij 
een q = q{p) e Z bestaat, µ 
{V} - V = {X(y)} ,z - voor X, 
Y Y Y p . pc Y 
elk limietgetal µ ,:;. µ0 en elke pf Zµ 
zodanig dat 
(i) q(p/v) = q(p)/v , als v een limietgetal <µ is 
(ii) X( µ) C T( µ) 
p q(p) 
Bewijs: lo Zij µ=w 
a. Als X samenhangend is, dan is 
T~1) = {x/x< a} en T~ 1) = {x/x> a} 
10 = i, = 
-waarbij (i0,i1) = perm (0,1)-voor zekere afX. 
stel dan: x
0
<1) = T~ 1) , x(
1
1)= T~ 1) 
10 11 
b. Als X niet samenhangend isj) dan is zowel Tb1) als T~ 1) de 
vereniging van eindig veel disjuncte clopen intervallen: 
T~1) = I 1u I 2u. o oU1c 
T~ 1) = J 1u J2u. o ouJ1 ; 
r 1< J 1< r2< J 2< ••• 
(doWoZo alle elementen van r, gaan vooraf aan die van J,, etc.) 
Definieer nu 
X( 1) = I ( 1) 
0 p x 1 = J 1u I 2u J 2u. 0 0 
{ x<2) x<2) zij een 'lY-splitsing van x' 1) 00 ' 01 0 x<2) = J,, x<2) = I 2u J 2 u o o o 10 11 
enzovoortso 
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(3) (3) (3) 
<xooo i xoo1>, <xo,o' 
~splitsing van respo 
(3)) (3) (3) 
xo11 ,<x100' x,o,> 
x<2} x<2) x<2> 
00 ' 01 ' 10 
x'3) I x'3) J I 110 = 2' 111 = 2U 3U0 0 0 
zij een 
Co Men vindt in beide gevallen ~en~ een geheel getal Y1~ 1 
(nl. Y1 = 1 in het eerste geval en y1 = k+l-1 in het tweede 
geval}, zodanig, dat VY gedefinieerd is voor y~y 1<w, ter-
wijl 
£•. Laat nu VY gedefinieerd zijn voor 
terwijl 




= n n 
Y(1)(p) = x<Yn)n T(n+1) en y(1}(p)= x<Yn)n T(n+1) 
0 p qG 1 p q1 
(i) Als x<Yn} = Y~ 1)(p) voor i=1 of 2, stel dan o'(p) = 0 p 1 
(ii) Als Y~ 1 )a.X(Yn) voor i=1 en 2, dan bestaat, op grond van c, 
1 p .. -
een geheel get al o ' ( p) ~ 1 , zodanig dat voor X~Y n) een ·iJ -rij 
{V'(p)} - V' = {(X(Yn))(e:)} .- is te 
e: e:<o'(p) e: p u u~Z 
= e: 
construeren met de eigenschap dat 
Vt Ei z : ex< Yn)) C y< 1)c T(n+1) { 
(a') 
a' p t o qo 
of (X( Yn)) C Y( 1) T(n+1) • (a') } 
p t 1 C q1 ' 
dit betekent, indien y 0+1(p) = y + o1 (p), dat . n n 
Vr~Z :[r/y = p~3sE-Z : {s/n=q en X(Y
9
n+1)c T(n+l)}] 
y'n+1 n n+1 r s 
(iii) Stel: 
dan is ook 
Yn+1 = yn + 0 
(iv) Gedefinieerd zijn reeds de verzamelingen 
(yVn+1) 
Xpt (p E Z , t E Z O 9 , pt E Z 9 ) o 
{v) 
Yn Y n+1 
Als nu voor zekere p: OV ( p) : o-1 , definieer dan 
( Yn+1) ( Yn+1) 
XptO en xpt1 
door een willekeurige lJ-splitsing 
( y' n+1) 
van xpt 
indien voor zekere p: o'(p) = o-2, definieer dan 
(yn+1) (yn+1) (yn+1) (yn+1) 
xptoo 'xpto1 'xpt10 'xpt11 
(y'n+1) 
door 2 willekeurige '/J-splitsingen van Xpt ; 
Enzovoorto 
Dan volgt: VY is gedefinieerd voor Y~ Yn+l <w, 
. , 
y 1> n+1, terwijl n+ = ( y ) ( ) 
Vr€ Z : 3 s=s(r)€ Zn+ 1: X n+
1 c T n+1 








We kunnen het voorgaande aldus samenvatten: 
Er is een (begin van) een '/J' -rij {V } voor X 
-- V = {X(y)} --en er is e!nyniet-dalende 
'r r r1G-Zy 
-- met Y ~ n voor alle n < w 
n 
alle n <wen voor alle rE Z 
Yn 
rij{y n} n<w 
--met de eigenschap dat voor 
een s=s(r)GZ bestaat zodanig dat n . 
s(r/y ) = s(r)/m , als m< n 
m 
en 
x<Yn) C T(n) 
r s(r) 
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e. Kies nu p Et Z en definieer q=q ( p) e. Z door 
~ . w 
q/n 
dan volgt 
= s(p/y ), voor n<w; 
n 
(y} n X n C () T(n) = 
n<w p/yn n<w q/n 
2$ Zij µ een limietgetal, en zij Vy gedefinieerd voor alley 
met de eigenschap dat er nog een limietgetal v<µ bestaat, zo-
danig, dat y~v<µ; en laat voor alle limietgetallen v<µ voldaan 
zijn aan 
en 
q(p/A) = q(p)/A, als A een limietgetal <vis. 
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ao Zij µ =v + w 
Kies p' e. Zv o 
Op grond van 1o bestaat er een 
v (p') = <<x<"v1h) l 
?J-rij {V (p')} voor X(v) -y y~w p' 
Y p' n n e Z y 
zodanig dat 
Vre-Z : 3s=s(r}e: Z : (i~)/w) c 
W: W p r 
en dus (als p'r = p, q(p')s = q(p)) 
(T (v))w) 
q(p' Ts 
Vpe.Z : rp/v=p'~3q(p)~ Z :{q(p)/v=q(p') en X(µ)c: T(µ) l] · µ ~ µ p q(p) ' 
dit geldt voor alle pt€ Z ; dus volgt: V is gedefinieerd voor 
V y 
alle y ~µ en . 
\/p f.Z : 3q(p)e z : x(µ) c: T(µ) · 
µ µ p q(p) , 
bovendien volgt uit de constructie 
q(p/µ) = q(p)/v 
en dus ook 
q(p/>.) = q(p)/>. , als ). een limietgetal < µ is. 
b. Als µ niet van de vorm v+w is, dan isµ de limiet van de trans-
finiete rij limietgetallen (v+w) < o V µ 
VY is dan gedefinieerd voor alley<µ. 
Kies p~ Z en definieer q=q(p) E. Z door µ µ 
dan volgt, 
q/(v+w) = q(pAv+w)}, voor v<µ ; 
dat V te definieren is door 
µ 
X(µ} = n X( v+w) c () T(v+w) = 
p v<µ p/(v+w) v<µ q/(v+w) 
En het is duidelijk, dat 
q ( 'p/ >.) = q ( p) / >. voor elk limietgetal >.<µ 0 
1• Hiermee is de hulpstelling (via transfiniete inductie naar µ ) 
bewezen. 
Stelling 3.4.1: A:ls X een ctgtr is, is e(X) = r(X) 
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Bewijs: 
(i) Daar elke 2"-rij ook een T-rij is, volgt e(X)~ T(X) 
(ii) Zij {U} - U = {T(y)} --een T-rij waarvoor y y y q qeZ y 
T({U}) = T(X). y y 
Zij T = µ0+ v0 , waarin µ0 een limietgetal, en v0 een geheel 
getal ~ 0 is. 
Er bestaat dan een 1'-rij {V } - V = {X( Y)} -" zodanig, 
y y y p peZY 
dat 
Voor alle q E Z geldt echter dat ten hoogste 
µo 
T-split-
singen nodig zijn om T(µo) 
dat IT(µo)I< 2lvol enqdus q == , 
in punten te verdelen; dit betekent, 
ook ( voor alle p £: z ) IX ( µO) 6 2 I vo I ; 
µo P -
halve zijn ook ten hoogste 
X{µo) in punten te verdelen. 
p 
I v0 11'-splitsingen nodig om alle 
Hieruit volgt: D'({VY}Y)~ µ0+ v0 = T0 ; 
en dus 0(X)~ T(X). 
(iii) 0(X) = T(X). 
Gevolg: . 0(X) 1s een topologische invariant. 
Lemma 3.4.1: r• Als X en Y ctgtr - zijn en X c::Y, dan geldt: 
f (X) < v'(Y) 
== 
als Y nuldimensionaal is of als X samenhangend is 
Bewijs: duidelijk 
n Opmerking: Indien X en Y ctgtr zijn, zodanig dat XcY, dan kan 
het voorkomen, dat 
2f(X)> 'V(Y); 
voorbeeld: Zij Y = 
Zij X = 
dan is 
[0,2] 
Ow 1 {1- -} V [1,27 ·, n=2 n ·..J 







definieren we op de volgende wijze de "reguliere 
{W } , W :::: y y y 
{Z(y)} 
p p~ z y 
Het is duidelijk, dat {W} inderdaad een ff-rij iso Indien y y 
voorts, voor y<a, ~ zo bepaald wordt, dat y+~ = a, dan is 
v' -rij": 
Z~Y), voor alle pE Zy, gelijkgeordend met Z~o Dit betekent Ooao, 
dat voor y<a alle Z(y) (p E. Z ) uit meer dan een punt bestaan, 
terwijl voor y=a alie Z(y) (;e Z) uit juist een punt bestaano p y 












Als p t: Z , dan is y 
Het is duidelijk, dat {W~} y y inderdaad een 17 -rij is. 
Indien voorts, voor y<a. , ~ zo wordt bepaald, dat y + f,; = a, 
dan is zlf(y), voor alle p, Z , gelijkgeordend met z: • Dit be-p y ~ 
tekent o.a., --a.ls a= v+ n, waarin een limietgetal (of 0) en 
n een geheelgetal ~ 0 is --- dat voor y<v alle Z:lf ( Y) ( p E Z ) 
p . (y) y 
uit meer dan een punt bestaan, terwijl voor y~v alle Z~ p 
(pE Z ) uit ju:ist een punt bestaan. y 
-- W = {Z(y)} de Hulpstellin&~ 1. Indien {W} 
y y 
reguliere li-rij voor Z is, en 
a 
y p P'~( ) 
{ V } -- V ={ X . y } is y y y p P£ Z 
een willekeurige 'U' -rij voor Z , 
a 
3p E. z y 
dan Y 
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2o Indien {Wff} - w* = {Z*(y)} -- de reguliere y y y p P& z 
2"-rij voor Z~ is, en {V} -V = {X(y)}Y •-is een wille-
a y y y p p '- zy 




z~(Y) c. x(Y),, 
p p 
1o Voor y=O is de bewering kennelijk juisto 
Zij de bewering juist voor y<o (o ~a) 
(i) Als o=· o,+1, bestaat een p' E Z0 , 
• zodanig, dat 1 '------....,.,....------.J ~ 
,. 
z<o1) c x(o1) • 
p' p' , 
z<
0
,o) en z(o) ontstaan uit z< 01 > p p' 1 p' 
door verdeling van dit interval in 
een linkerinterval en een rechterin-
terval; zo 





ontstaan ook Yp'O en XP, 1 
voor ten minste een der twee mogelijkheden i=1,2; bijvo 
voor i=T; stel dan p=p'i: 
(ii) Also een limietgetal is, bestaat voor elke E<o een 
p(t)t Z , zodanig dat 
E 
z(E) c. x(E) ; 
p(E) p(E) 
definieer dan p ~ Z 0 zodanig dat 





E<0 p/E C n t<o x<d =x(o). p/o P 
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Gevolgg -V( {W } ) < ~( {V } ) 
-- yy= yy 
2o Dit bewijst men volkomen analoog aan punt lo 
Gevolgg zi( {W~}y )~ 2'( {Vy}y) 
Stelling 3o5.1g 1o e(Z) = a 
a 
Bewijsg 2o 0(Z~) = v, als a=v+n, waarin v een limiet-
a 
getal (of 0) en n een geheel geldt~ 0 is. 
1 o ( i) de reguliere 2"-rij is een V -rij , waarvoor 
1'° ( {W } ) 
y y = a; 
dus 0(Z) < a 
a = 
(ii) indien {V} y y een willekeurige 1' -rij voor z a is, is, 
grond van de hulpstelling, 
a= z1 ( { W } ) < fJ ( { V } ) , y y = y y 
dus a< e(X) 
= 
(iii) Derhalveg e(X) = ao 
2o Dit bewijst men volkomen analoog aan punt lo 
op 
Opmerkingg Het is in het algemeen niet juist, dat uit 0(X) = a -
met a= v+ n, waarinv een limietgetal en n een geheel getal ~ 0 
is -- zou volgen e(x*) = v-
Voorbeeld: X = W(Q) 9> 0(X) = Q 
0(X *} = 0 • 
Stelling: 3o5.2: 1. Indien a¢ 8, dan zijn Z
0 
en z8 verschillen-
de topologische ruimteno 
2. Indien a=v + n, 8=µ + m9 waarin v enµ limietgetallen (of' 0) 
~-
en n en m gehele getallen ~ O zijn, en indien v ¢ µ, dan zijn z: en 
Z~ verschillende topologische ruimten. 
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§4 •. Enkele eigensc~appen van ctgtr~ (vervolg). 
z2 
~~et lexicografisch geordende product X.Y wordt in het ver-
volg dikwijls aangeduid met een tekening: 
y 
.(x,y) 
' -- - - - -....! 
' X 
waarbij de puntenparen (x,y) geordend gedacht worden volgens 
het in §1 gegeven voorschrift. 
4.2. Als X en Y ctgtrn zijn, en Y is continu beeld van X, dan kan 
het voorkomen,'dat 0(X) < 0(Y). 
Voorbeeld: 
A1 B1 c1 D1 
i---1 t---t 
~2 B~ CP-t 
~3 Bi C~ 
~4 B¼ ~4 D4i 
z 
[Ai ,Bi] ➔ 
[Ci ,Di] ➔ 























Ai=C'=E' 1 1 1 B1=D1=F1 
~---------_;_,,,i Aw B2 i----------------1 Ao 
3 B3 1-------'--------' 
C' _.__ ________ --JD2 
Cll D' +---,..__ _______ -J 3 
Ell 2 F2 
-------------' Ell 
3 F' ,-..._.... ________ __,3 




is blijkbaar een contiµue afbeelding van Zw+2 op Zw+3 ; 
maar 0(Zw+2)= w+2 < w+3 = 0(Zw+3). 
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Lemma 4o2a1: aa Als f een monotoon niet-dalende (of monotoon 
niet-stijgende) afbeelding is van de ctgtr X op de ctgtr Y, dan 
is f continu, en bovendien is e(Y) < e(x} 
= 
ba Als X een samenhangende ctgtr is, en de ctgtr Y 
is continu beeld ender f van X, dan is f monotoon niet-stijgend 




bo zie S. Eilenberg, AmeroJo Math. 63, 39-45 (1941). 
Stelling 4a2a 1: !:.• .. !ndien a~e , dan is Za continu beeld van z6 ; 
en wel bestaat er een monotoon niet-dalende continue afbeelding van 
z6 op Za o 
b. Indien X een ctgtr is, bestaat er een klein-
ste a, zeg a 0 = a 0(x), zodanig dat X continu beeld is van Za (en 
dus ook van elke z6 met e ~ a 0 ); bovendien is a 0 ~ 0(X). 
En er is ook een kleinste a , zeg a 1 = a1 (X) , zo-
danig, dat een continue monotoon niet-dalende afbeelding van Z 
a 
op X bestaat; en a1 = 0 (X). 
Bewijs: 
a. De afbeelding cp: p(~ Z ) ➔ p/ a (E. Z ) is blijkbaar een con-
13 a 
tinue, monotoon niet-dalende, afbeelding van z 13 op Za 
b. De in lemma I,3,2,1 - bewijs punt 2o genoemde afbeelding 
(t1) • • • • - • 
cpb' p ➔ xp is bl1Jkbaar een continue, monotoon niet-dalende 
afbeelding van Z
0 
op X; en cp~ bestaat voor alle u~ e(X). 
(i) er is dus ook een kleinste ~, zeg a0 , zodanig dat X con-
tinu beeld is van ZD; dan is a0 ~ e(X). 
(ii) er is dus ook een kleinste 1 , zeg a 1 , zodanig dat X con-
tinu beeld is van Z~ onder een monotoon niet-aa1ende functie; 
en a < 0(X) • 1 == , 
omdat X het beeld is van Z a, ender een monotoon niet-dalende 
functie, volgt uit lemma I,4,2,1 a dat 
dus 0(X) = a • 1 
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Opmerking: -· Het kan voorkomen, dat 
voorbeeld: a0(zw+3) ~ w+2 < w+3 = 
a0(x) < e(X); 
0(Zw+3) o 
4.3. Zij X een ctgtro 
Zij {V } een '17 -rij y y voor X· V = {x(y)} • , y p p~Z 
Zij voorts y 
= inf X(y) r(X(y)) = sup x(y). 
p ' p p 
Zij tenslotte 
D = D ({V} )= {l(Xp.)) r(x(")>/ pG.Z} A A y y p ' p A 





{immers: ID '[I~ 2 I Z'[I = 2 •· 1) • 
Lemma 4. 3 • 1 : a. D = D T T 
bo , limietgetal ~D = U D 
- T V<T V 
Bewijs: 
a. De bewering is triviaal als D = X; 
T 
Als y E. X \ D , bestaat er een p e Z , 
daar y j l(;(,)), r(X(T)) volgt L 
p p 
zij dus D <!: X. 
zodanig d:t yr£. x< •) ; p 
y<c.(l(x<•>), r(x<•>»c:.x,n. 
p p t 
Derhalve is x,n open, D gesloten. 
t t 
b. In ieder geval is U D c. D = D · 
v<t V V V ' 
kies nu, indien mogelijk, 
x~ D \ U D • 
T v<, V ' 
dan is voor zekere p E:. Z 
t 












Reeds eerder werd gedefinieerd: 
µ = µ ({vy} )=inf{µ/ 3pE. zµ: x(µ) = {x}} 
X X Y p 
.91?.!!.: 1. Als ~( {V} ) =It een limietgetal is, is er niet nood-Y y 
zakelijk een xi:: X, waarvoor geldt µ = tl; zelfs niet als 
X 
~ = 0(X) en~ is een rt,gulier begingetal: 
Voorbeeld: Zij f een 1-1-duidige afbeelding van Z op 
w 
W(Q) = {µ/µ < Q} o 
Zij H de verza.meling van alle paren 
(a,x) 
a 







(a,xa)· < (b,¾) als a< b 
(ax') < (a x").als x'< x". 
' a ' a a a 
0(H) > 0(Z ) =µ voor alle y E. W( Q) { immers Z , H 
= µ p 
voor alle µ e. W( Q)). 
En dus is 0(H) > Q. 
= 
Er is eenV'-rij {V} voor H, waarvoor geldt y y 
,J { {V } ) = Q y y 
{nl.. "de ·reguliere V -rij voor Z , voor elke a E. Z 
w w 
voortgezet met de reguliere V-rij voor Zf{a)") 
Dus: 0{H) = Q. 
Er bestaat geen x £= H waarvoor µ = µ { {V } )= Q 
X X y y 
X voldoet aan het ,e aftelbaarheidsaxioma. 
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2o Als V= v({V} ) een niet-limietgetal is, is er wel altijd een y y 
x .;:X, waarvoor µ = tl o 
X 
Lemma 4o3o2~ Zij {V } een v' -rij voor X; J.l = J.l ( {V } ) ; Y y X X y y 
,J' = Q ({V } ) o 
y y 
ao Indien voor zekere x E X µx = wt' dan is x de limiet van 
een stijgende rij van het type wt' en/of xis de limiet van 
een d alende rij van het type w~ • 
.£_ o Indien -b >w'((. is er een. punt x E X dat de limiet is van 
een stijgende rij van het type wi, en/of de limiet van een da-
lende rij van het type wt° 
Bewijs: 
In beide gevallen ~ en .£_ is er een p e Z w , zodanig dat 






= n x< v) 
v<w-,_ p/v 
G:: x< ·> p/, als -r < v < w 
(w~ 
is X = {x}) • p 
a(,)= l(X(-r)) b(,) = r(X(-r)) 
p/-r ' p/, 
a(e) = l(X(Wt)} b(G}= r(X(wk)) p , p , 
dan volgt uit (2), dat de rij 
(a(-r), b(-r)) 
( T < wJ 
( 1) 
(2) 
T < wit 
uit allemaal verschillende elementen a(-r), b(-r) bestaat; dus 
I { a (T \ b (-r ) }-r < w ,ti = L\> 
De rij (a(')) is bovendien niet-dalend en de rij (b(-r)) is niet-
stijgend; en {im a(-r) = a( 9 ), lim b(-r) = b( 8 )
0 
~ 
Definieer de rij (a(-rll)} door transfiniete inductie aldus 
J,l 
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a([ o) = a(O), 
als a<•v) gedefinieerd is voorv<µ en als A de eerste 
index is, waarvoor a ( A) "f' alle a hv) ( v < µ), dan zij 
a ( -rµ) = a ( A\ 
definieer op analoge wijze de rij (b(•v)) • 
De rij (a(•µ))JJ is dan stijgend en de rij v(b(-rv)) is dalendo 
Als nu zowel het type van (a(•JJ)) als dat van (bt'-rv)) kleiner JJ V 
is dan w It-, dan volgt: I I {a(-rµ)}) = }t1 <k, l{b(T)}v =}t2<X', 
dus 
ergo 
I{ <v' I )t-b } v<w = 2' 
It-
en dus zeker 
. , 
contradictie. 
Derhalve is tenminste een der twee rijen (a(-rµ) ) (b(Tv)) van JJ , V 
het type w~; bijvo (a(-rµ))JJ; dan is bovendien lim a(Tµ) = a(~). 
JJ 
It. 
Stelling 4.30 h Indien lxl > 2 1 is er een punt in X dat de limiet 
is van een stijgende of van een dalende rij van het type wi+1• 
Bewijs: 
Zij {Vy\ een 1'-rij voor X; v( {Vy\) = Y. 
Indien 
Dus: {} >w. 1 • = 1.+ 
.H:. 
~ 2 J. , 
e o o ( 1) 
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(i) Als ~~wi+1 volgt hetgeen te bewijzen is uit lemma Io4o3o2 
(ii) Als ~ =wi+1 is er~ op grond van (1), een x waarvoor geldt 
µx = wi+ 1; en hetgeen te bewijzen is volgt weer uit lemma 
Io4o3o2o 
Jc 
Gevolg: Indien IXI> /! = 2 O is er een punt x'=.X dat de limiet 
is van een stijgende of een dalende rij van het type w1 = n; men 
ziet gemakkelijk in, dat X dan niet aan het eerste aftelbaarheids-
axioma voldoet (in xis geen aftelbare locale basis)o 
Indien gebruik gemaakt wordt van de veronderstelling dat de 
algemene continuumhypothese juist is (en beweringen die op deze 
veronderstelling berusten zullen we in het vervolg met een * aan-
geven), geldt ook 
*Stelling 4o3o2: Indien IXl>R-'is er een punt in X dat de limiet 
is van een stijgende of van een dalende rij van het type w'J(.. 
Bewijs: 
Zij {V } een zi -rij voor X; ii ( {V } ) =-{)., y y y y 
Indien T<wst volgt: 
ID I < 2 ITI ~ Jt T = == , 
lu n l<k.Jt=Jt, T<W)C T = 
en het bewijs verloopt verder als in stelling Io4o3o1o 
Indien in X een (stijgende of dalende) rij (x.).< 
1 1 w:,t 
van het type w~ voorkomt, geldt voor elke ~ -rij voor X: 
Bewij s: Zij ( x. ) . . een stij gende rij van het type w :,e in X, 
1 1<W ft, 
en zij y = sup x. • 
1 i <wk-
1 o Zij w 5t'reguliero 
Laat {V} 
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V = {X(y)} 
y y y p pc.Z 
zijn 11 en zij V = 1' ({V } )o Y y y 
een tJ -rij voor X 
Definieer door transfiniete inductie een rij (a.). aldus: 
_ (OQ) 1 1 (i) a0 - r(X ), als a0 het kleinste ordinaalgetal is, 
waarvoorPgen p=p0~ Z0 bestaat, zodanig dat r(X~
0
0))< y. 
(ii) Zij a. gedefinieerd v8or i<A; 
(ii,1) als A= i 1+1, zij dan aA = r(x;;A>), als aA het 
kleinste ordinaalgetal is, waarvoor een p=pAc Z bestaat 
{«·) (O!A) aA 
zodanig dat r(X 11 < r(X )< Yo P· p 1, 
(ii,2) als A een limietgetal is, zij aA = sup a. 
. . . . . i <A 1 Het is duidelijk dat (a.). een st1Jgende r1J 1s, en dat 
1 1 
lim a.= y. 
1 
Zij voorts x. de kleinste x., waarvoor geldt x.> a ; dan is 1µ 1 1 µ 
(x. ) een niet-dalende rij, en lim x. = y; y is blijkbaar 
1µ µ µ 1µ 
de limiet van een deelrij van (x.). die een type heeft < 1'; 
. . 1 1<w)t -= 
omdat w ,t, regulier 1s, volgt: v ~wk: • 
2. Zij w7t--singulier. 
Dan is X een limietkardinaalgetal, en 
sup 2m = ~ ••• (1) 
m < Jt 
Blijkbaar is jx I~ lt"; en dus voor elke Ht< It 
m 
> 2 ; 
daar w ,F regulier is, volgt 
'/J~wm; 
1 
dit geldt voo~ elkem<Jt; uit (1) volgt echter ook, dat 
sup w m =ro~; dus is 
in<lt 2 
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Opmerking: Het omgekeerde van lemma Io4o3o3 is blijkens het 
voorbeeld van de ctgtr Hj niet juist; wel geldt lemma Io4.3.2. 
Stelling 4o3o3g Als {V} en {V'} twee 1'-rijen zijn voor de 
- ··yy yy 
ctgtr X, enU'= -J({V} ) li1 = ?t( {V'} ) , dan is y y , y y 
lvl = 1,,,-, I 
Bewijs: Als 1a1 < l~'I , volgt uit 
lxl~l1i'l>llll, 
dat in X een stijgende (of een dalende) rij van het type wlir! 
voorkomt; dus ,Jo~ WI v 1,lv'I~ lztl; tegenspraako 
nus is lvl =I ff' Io 
4.4. Zij A =(A,<) de naar grootte der elementen geordende verza-
- n n 
meling {1,2, ••• ,n}; 
A = {A , J;/,. }is dan de discrete topologische ruimte, bestaande uit 
n n < 
n elementen. 
Zij I het eenheidsinterval [o, 1] • 
Lemma 4.4o1g .. Als n Im zijn Xn = I.An en Xm = I.Am verschillende 
topologische ruimten. 
Bewijs: Zij n>m. 
Als n~ 2, m=1 is X totaal onsarnenhangend en X sanien-
n m 
hangend. 
Als n~3, m=2 heeft X continu veel geisoleerde punten, 
n 
en X heeft er twee. 
m 
Zij dus nun> m >2. 
Een verzameling {(a,2),(a,3), ••• ,(a,n-2)} (aE:I) van n-2 opeen-
volgende geisoleerde punten in X zullen we aanduiden met B(n). 
n a ' 
l . . B(m) ( ) . . op ana oge W1JZe wordt c X gedefinieerd. 
a m 
1. Als Sen T twee disjuncte verzarnelingen zijn van geisoleerde 
punten in X , zodanig dat voor alle a & I: 
n 
S n B / !ii ~T It B # !ii, dan geldt blijkbaar 
a a 
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2o Veronderstel nu, dater een topologische afbeelding bestaat 
van X op X o 
n m 
(i) Indien p en q (bijvo p < q) punten zijn in X , die niet tot 
dezelfde B(m) behoren. dan is er een B(n) zod:nig dat voor 
a • a ' 
alle re f[B(n)J geldt: p < r <q. 
a 
Immers: indien deze bewering onjuist is, neem dan ·~en aftel-
baar oneindige rij {yi}i<w van punten tussen pen q; bij elke 
y. bestaat dan een z. zodanig dat z. < p of z. > q, terwij 1 i i i 1 
r-1(y.) en r-1(z.) tot dezelfde B(n) behoren; de verzameling-
i i a 
en {y.}. en {z.}.< hebben dan ver$chillende verdichtings-i i<w · ii w 1 . 1 punt en, maar de verzamelingen { f- ( y. J~. en { f- ( z. ) } he b-
i I'i<w i • 
ben dezelfde verdichtingspunten. i<w 
(ii) Kies een B(n); daar n> m zijn er in r[B(n)] twee punten 
a 1 a 1 
p1 en q1 die niet tot dezelfde B~m) behoren; bijv. ziJ p1 < q1; 
kies nu B(n) zodanig dat voor alle rE B(n) geldt p1 < r < q1; a2 a2 
er zijn in r[Ba (n) J dan weer twee punten p2 en q2 die niet tot 2 
dezelfde B~m) behoren; bijvo zij p1 < p2 < q2 < q1; enzovoort: 
de rijen {r-1(p.)}. en {r-1(q.)}. hebben dan dezelfde i i<w i i<w 
verdichtingspunten; de rijen (p.). en (q.}.< echter niet. i i<w ii w 
